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問題1

I. (1) 慣性系に固定された 3次元のデカルト座標系をXY Z系とする。質量mの質点
がXY 面内（Z = 0）を自由に運動するとき、この質点の運動を記述するラグ
ランジアン Lを、XY Z 系から見た質点の速度ベクトル !V を用いて表せ。

(2) XY Z 系の Z 軸まわりに、Z 軸の正方向から見て反時計回りに一定の角速度
ω > 0で回転するデカルト座標系を xyz系とする。xyz系の原点および z軸は、
XY Z系の原点およびZ軸とそれぞれ一致している（図 1）。このときXY Z系
から見た質点の速度ベクトル !V は、xyz系から見た質点の速度ベクトル !vおよ
び位置ベクトル !rを用いて

!V = !v + !Ω× !r

と表される。ここで ×はクロス積（外積）を表し、!Ωの xyz 系での成分表示
は !Ω = (0, 0,ω)となる。これらの関係式を用いて、(1)のラグランジアン Lを
xyz系における質点の座標 x, yおよびそれらの時間微分 ẋ, ẏを用いて書き表
せ。ここで文字の上のドットは時間微分を表す（例えば時間 tの関数 f(t)につ
いて、ḟ = df

dt , f̈ = d2f
dt2）。以下ではこの記法を断りなしに用いてよい。

(3) (2)のラグランジアンで記述される質点の xyz 系における運動方程式を求め、
質点の加速度の x成分 ẍと y成分 ÿを x, y, ẋ, ẏを用いてそれぞれ表せ。
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II. 慣性系において、万有引力のみを及ぼしあう 2つの質点A, Bが、2質点系の質量中
心Oのまわりを一定の角速度 ω > 0で円運動する状況を考える。質点 A, Bにはそ
の他の力は働いていない。ここでOを原点とし、質点 A, Bがつねに x軸上に位置
するように回転するデカルト座標系を xyz系とする（図 2）。すなわち、xy面は質
点A, Bの回転面に一致しており、x軸と y軸は z軸のまわりに慣性系に対して角速
度 ωで回転している。x軸の正の向きは、質点AからBに向かう方向に選ぶ。質点
A, 質点 Bの質量をそれぞれMA, MB（ただしMA > MB）、 2質点間の距離を a、
万有引力定数をGとする。
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(4) xyz系における質点A, Bの x座標をそれぞれ xA, xBとする。x軸の正の向き
の定義から、xA < 0, xB > 0である。xA, xBを

β =
MB

MA +MB

および aのみを用いて表せ。
(5) xyz系において、質点Bには xBに比例する遠心力と質点Aからの万有引力が

働き、両者はつりあっている。このことに注意して、ω2をG, MA, MB, aのみを用いて表せ。

III. 問題 IIの設定に加えて、さらに xyz系における第 3の質点 P（質量m）の運動を考
える。ここでmは十分小さく、質点 Pが質点A, Bの円運動に及ぼす影響は無視で
きるものとする。質点Pには問題 Iで導出した慣性力に加え、質点A, Bからの万有
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引力が働く。このとき xyz系では、速度および加速度がいずれも 0の状態で質点 P

が静止し得る点が存在する。このような点はラグランジュ点と呼ばれ、そのうちの
一つ（L2と呼ぶ）は、x軸上の x > xBなる領域に存在する。L2の x座標を xLとする。

(6) 万有引力と慣性力の x成分に注目し、xL が満たすべき方程式を求めよ。解答にはG, MA, MB, ω, xA, xBを用いてよい。
(7) xLと aとの比を x̃ = xL/aとすると、x̃が満たす方程式は

x̃ =
(a)

(x̃+ (b) )2
+

(b)

(x̃− (a) )2

と書ける。(a), (b)に入る式を βのみを用いて答えよ。
(8) βが十分小さいとき、L2は質点B付近に存在し、xL = xB + δ · a（0 < δ # 1）

と表せる。この関係式を (7)の方程式に代入し、βについて解くことで、βを δ

の最低次の近似で表せ。
(9) 問題 IIIの設定のもとで、質点Aとして太陽（MA = 1.99× 1030 kg）、質点 B

として地球（MB = 5.97 × 1024 kg）を考える。太陽のまわりの地球の運動が
a = 1.50 × 1011mの円運動であるとして、(8)の結果を用いて地球から L2までの距離を有効数字 2桁で求めよ。
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（計算用余白）
問題 2は次ページから。
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問題2

I. 電荷密度と電流密度が 0の真空中では、位置 !x、時刻 tにおける電場 !E(!x, t)、磁束
密度 !B(!x, t)は、次のマクスウェル方程式を満たす。

!∇ · !E = 0 (i)

!∇× !E = −∂ !B

∂t
(ii)

!∇ · !B = 0 (iii)

!∇× !B = ε0µ0
∂ !E

∂t
(iv)

ここで、ε0は真空の誘電率、µ0は真空の透磁率で、いずれも正の定数である。
複素数表示で

!E(!x, t) = !E0 exp
[
i
(
!k · !x− ωt

)]
(v)

!B(!x, t) = !B0 exp
[
i
(
!k · !x− ωt

)]
(vi)

と表される平面電磁波について以下の問に答えよ。ここで !E0、 !B0は振幅を表す実数の定数ベクトル、!kは実定数の波数ベクトル、ω(> 0)は実定数の角振動数である。
(1) この電磁波が横波 ( !B ⊥ !k、 !E ⊥ !k) であることを示せ。
(2) !k × !E = (A) !B、!k × !B = (B) !E である。 (A) と (B)

を、ω、ε0、µ0 のうち適切なものを使って答えよ。
(3) この電磁波の速さが 1/

√
ε0µ0となることを示せ。

II. 導体中を伝播する電磁波を考える。その導体中では、マクスウェル方程式が次のよ
うに書けるとする。

!∇ · !E = 0 (vii)

!∇× !E = −∂ !B

∂t
(viii)

!∇ · !B = 0 (ix)

!∇× !B = εµ
∂ !E

∂t
+ µ!j (x)

ここで、!j(!x, t)は電流密度である。ε、µはそれぞれ導体の誘電率と透磁率で、いず
れも正の定数とする。このとき以下の問に答えよ。必要に応じて !∇ × (!∇ × !X) =
!∇(!∇ · !X)− !∇2 !X の関係を用いてよい ( !X は任意のベクトル場)。
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図 1

(4) 導体中ではオームの法則!j = σ !Eが成り立つとする。ここで、σは電気伝導度
で、正の定数である。オームの法則とマクスウェル方程式から、電場に関する
方程式

!∇2 !E = εµ
∂2 !E

∂t2
+ σµ

∂ !E

∂t
(xi)

を導出せよ。
(5) 図 1 に示すように、z ≥ 0 の半無限領域に導体があり、xy平面で真空と接して

いる。この導体に対して、電磁波が+z方向に入射する。導体内の電場 !E(!x, t)

が複素数表示で、
!E(!x, t) = !E0 exp [i (kz − ωt)]

と表されるとする。ここで、 !E0 = (E0, 0, 0)で E0(> 0)は実数の定数、kは複
素数の定数、ω(> 0)は実数の定数である。k2を ω、ε、µ、σを用いて表せ。

(6) (5)において 準定常電流近似 εω/σ ' 1 が成り立つ場合を考える。このとき
(xi)式の右辺第一項の寄与を無視できる。k = k1 + ik2 (k1、k2は実数) と表す
とき、k1および k2を求めよ。

(7) (6) のとき、z > 0における電場の振幅を zの関数として求めよ。
(8) 導体が電気抵抗率 1/σ = 3.6× 10−8 Ω m、透磁率 µ = 1.2× 10−4 H m−1 を持

つとする。(7)の結果を用いて、周波数 955 kHzの電磁波の電場の振幅が 1/e

倍となる距離 dを、有効数字 1桁で計算せよ。

III. 超伝導体内部でも、マクスウェル方程式 (vii) ∼ (x) が成立しているとする。また超
伝導体内では、オームの法則が成立せず、次の式に置き換えられる。

∂!j

∂t
=

1

Λ
!E (xii)

ここで Λは正の定数である。このとき、以下の問に答えよ。
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(9) (xii)式とマクスウェル方程式から、
∂

∂t

(
!∇×!j +

1

Λ
!B

)
= 0

となることを示せ。
(10) 以下、電磁場が時間によらない場合を考えよう。z ≥ 0 の半無限領域に超伝導

体があり、xy平面で真空と接している。この系に対して、一様な定常磁場を x

方向に加える。境界面 z = 0では、磁束密度は !B = (B0, 0, 0)であるとする。超伝導体内部では、ロンドン方程式
!∇×!j +

1

Λ
!B = 0

が成立するとして、マクスウェル方程式を使って、z ≥ 0の領域における磁束
密度の x成分Bx(z)を求めよ。
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（計算用余白）
問題 3は次ページから。
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問題3

量子力学に関する以下の問いに答えよ。必要であればガウス積分に関する公式
∫ ∞

−∞
e−b(x−µ)2dx =

√
π

b
,

∫ ∞

−∞
x2e−bx2

dx =
1

2b

√
π

b
(b > 0 , µは複素数) (i)

を用いてもよい。
I. １次元の調和ポテンシャルの下で運動する質量mの質点の量子力学を考える。質点
の位置を x、運動量を p、調和ポテンシャルの角振動数を ω(> 0)として、ハミルト
ニアンは、

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 (ii)

で与えられる。ハミルトニアンの固有状態、固有値を |n〉、εn (n = 0, 1, 2 · · · )と
する。
(1) 座標表示 (x表示)の運動量演算子

p = −i! d

dx
(iii)

が交換関係 [x, p] = i!を満たすことを示せ。
(2) 消滅演算子を

a =

√
mω

2!

(
x+

i

mω
p

)
(iv)

で定義すると、基底状態 |0〉は a |0〉 = 0を満たす。これより基底状態の波動関
数 ϕ0(x)が満たす微分方程式を導け。

(3) 前問で求めた微分方程式を解き、規格化された基底状態の波動関数 ϕ0(x)を求めよ。
(4) 基底状態の波動関数 ϕ0(x)を定常状態のシュレーディンガー方程式に代入し、基底状態のエネルギー ε0を求めよ。
(5) 基底状態での x2の期待値 〈x2〉0 = 〈0|x2|0〉を求めよ。
(6) 任意の波動関数ϕ(x)に対して、パリティ変換の演算子PをPϕ(x) = ϕ(−x)で

定義する。基底状態の波動関数 ϕ0(x)がPの固有関数であることを示し、その
固有値 P0を求めよ。

(7) 生成演算子
a† =

√
mω

2!

(
x− i

mω
p

)
(v)

は、a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 (n = 0, 1, 2, · · · )という関係を与える。これを用い

て、励起状態の波動関数 ϕn(x) (n = 1, 2, · · · ) が P の固有関数であることを示
し、その固有値 Pnを求めよ。 ヒント: ϕj(x)が P の固有関数（固有値 Pj）であると仮定して、ϕj+1(x) ∝ a†ϕj(x)について、Pϕj+1(x)を考えよ。
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II. 状態が式 (ii)のハミルトニアンの固有状態 |n〉であるときに、質点に撃力を作用させ
て運動量 !kを与えた。撃力の作用後の状態を |ψ〉で表す。

(8) 運動量の固有状態 |p〉に同じ撃力を作用させると |p+ !k〉となる。|n〉を |p〉で展
開すると、|n〉 = ∑

p |p〉 〈p|n〉となること (平面波展開)を用いて、|ψ〉 = eikx |n〉
となることを示せ。

(9) 撃力の作用後も状態が |n〉に留まる確率 P (n → n) = | 〈n|ψ〉 |2を x2の期待値
〈x2〉n = 〈n|x2|n〉と kを用いて表せ。ただし、kの 3次以上の項は無視する (長
波長近似)。

(10) 問 (3) で求めた調和振動子の基底状態の波動関数 ϕ0(x)を用いて、長波長近似を用いずに、P (0 → 0)を 〈x2〉0と kで表せ。
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（計算用余白）
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（計算用余白）
問題 4は次ページから。
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問題4

xy平面に閉じ込められた自由電子からなる系の磁性を考える。系の面積を Sとし、z方
向に一様定常な磁束密度 !B = (0, 0, B) (B ≥ 0)がかかっているとする。磁束密度によっ
て生じる磁化には、軌道運動による軌道磁化とスピンによるスピン磁化の 2つが考えられ
る。以下、電子の質量をm、電荷を−q (q > 0)、プランク定数を 2πで割った値を h̄、ボー
ア磁子を µB = h̄q/2m、ボルツマン定数を kB、温度を T、逆温度を β = 1/kBT、自然対数を lnとする。電子間相互作用は無視する。

I. まず軌道運動の寄与を無視し、量子統計力学を用いてスピン磁化を考える。1電子
ハミルトニアンは h(!p,σ) = !p 2/2m− µBBσで与えられる。ここで、!p = (px, py, 0)は運動量、σ = ±1はスピン変数で、スピン磁気モーメントの z成分に対応する。こ
の問では T = 0とし、フェルミエネルギーを εF (≥ µBB)とする。
(1) B = 0、すなわち 1電子ハミルトニアンが σによらず h0(!p) = !p 2/2mで与えら

れる場合を考える。平面を 1辺の長さがLである正方形 (S = L2)とし、周期的
境界条件を課すと、nxと nyを整数として運動量は (px, py) = (2πh̄/L)(nx, ny)のように離散的な値をとる。1スピン自由度あたりの電子数N0(εF)、すなわち
1電子ハミルトニアンの値が εF以下であるような (px, py)の組の数を計算せよ。ただし、Lは十分に大きく、離散的なエネルギー準位どうしの間隔はフェルミ
エネルギーに比べて十分に小さいものとする。

(2) B > 0のとき、スピン変数が σである電子には−µBBσのエネルギーが加わるため、その数はN0(εF + µBBσ)で与えられる。スピン変数が σである電子は
µBσのスピン磁気モーメントをもつことを用いて、スピン磁化、すなわち全スピン磁気モーメントM を計算せよ。

II. 次にスピンの自由度を無視して、古典統計力学を用いて軌道磁化を考える。1電子
ハミルトニアンは h(!x, !p) = [!p + q !A(!x)]2/2mで与えられる。ここで、!x = (x, y, 0)

は位置、 !A(!x) = (0, B x, 0)はベクトルポテンシャルである。以下の問では T > 0と
する。
(3) 1電子分配関数

z =

∫

S
dxdy

[
1

(2πh̄)2

∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy e−βh("x,"p)

]
,

を、運動量についての積分を先に行うことで計算せよ。ここで、xおよび yに
ついての積分は面積 Sの平面の内部で行うことを表す。必要であれば、ガウス
積分が ∫ ∞

−∞
e−a(x−b)2dx =

√
π

a
,

となることを用いてもよい。ここで、a (> 0)と bは xによらない実数である。
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(4) 全電子数を N (# 1)とすると、全系の分配関数は Z = zN/N !、自由エネル
ギーは F = −kBT lnZで与えられる。軌道磁化M = −∂F/∂Bが 0、すなわち
古典統計力学の範囲では軌道磁化が現れないことを示せ。

III. 軌道磁性を正しく理解するためには量子統計力学が必要である。Λ + 1個の 1電子
固有状態 |ψ#〉 (( = 0, 1, . . . ,Λ)があり、それぞれの 1電子エネルギー固有値を ε#とする。パウリの排他律に従って、それぞれの状態には n# = 0もしくは 1個の電子が
入ることができる。系の全エネルギーと全電子数はそれぞれ

E =
Λ∑

#=0

ε#n# = ε0n0 + ε1n1 + · · ·+ εΛnΛ,

N =
Λ∑

#=0

n# = n0 + n1 + · · ·+ nΛ,

で与えられる。
(5) 化学ポテンシャルを µとする。この系の大分配関数

Ξ =
1∑

n0=0

1∑

n1=0

· · ·
1∑

nΛ=0

e−β(E−µN),

が、ξ# = 1 + e−β(ε!−µ)を用いて、
Ξ =

Λ∏

#=0

ξ# = ξ0ξ1 . . . ξΛ,

と表されることを示せ [ヒント: Λ = 1の場合を考えてみるとよい]。
(6) 系のグランドポテンシャルは J = −kBT lnΞで与えられる。全電子数 N =

−∂J/∂µを ε#を用いて書き下せ。
IV. 引き続きスピンの自由度を無視し、量子統計力学を用いて軌道磁化を考える。量子

力学を用いた計算によると、( = 0, 1, . . . として 1電子エネルギー固有値は ε# =

2µBB(( + 1/2)である。さらに、各 (について固有状態はD = qBS/2πh̄重に縮退
している。この問では µBB % kBT とする。
(7) 縮退を考慮した大分配関数は、問 (5)の ξ#を用いて、

Ξ =
∞∏

#=0

ξD# ,

で与えられる。グランドポテンシャルを
J =

∞∑

#=0

ϕ((+ 1/2),

という形に書き下し、関数 ϕ(x)を求めよ。
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(8) オイラーの和公式を用いると、グランドポテンシャルは
J =

∞∑

#=0

ϕ((+ 1/2) =

∫ ∞

0
ϕ(x)dx− 1

24
[ϕ′(∞)− ϕ′(0)] + . . . ,

と表される。ここで、ϕ′(x) = dϕ(x)/dxであり、. . . は x = 0または x → ∞
における ϕ(x)の 3階以上の微分からなる式である。第一項

J0 =

∫ ∞

0
ϕ(x)dx,

が B によらないことを示せ [ヒント: 縮退度 Dが B に比例することに注意す
る。積分を実行する必要はない]。

(9) グランドポテンシャルをBについて 2次まで展開することで、軌道磁化M =

−∂J/∂BをBについて 1次まで計算せよ。
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（計算用余白）
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（計算用余白）
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